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STRUCTURE D’ALGE`BRE DE BANACH
SUR L’ESPACE A` POIDS Lpω (G)
A. EL KINANI - A. ROUKBI - A. BENAZZOUZ
Let G be a locally compact group and ω be a weight on G. For p ∈
]1,+∞[, we give a necessary and sufficient condition, on ω, for Lpω (G) to
be a Banach algebra. The case where ω is biinvariant under a subgroup K
of G is also considered.
1. Pre´liminaires et introduction.
Soient G un groupe topologique localement compact et dx une mesure de
Haar a` gauche sur G. Soit ω un poids sur G c’est a` dire une fonction positive,
mesurable et localement inte´grable sur G. Pour 1< p<+∞, on de´finit l’espace
fonctionnel suivant :
Lpω(G) = { f : G−→ C : mesurable et | f |pω ∈ L1(G)}.
C’est un espace de Banach pour la norme ||.||p,ω donne´e par






, pour tout f ∈ Lpω(G).
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= 1, 1 < p < +∞. Les espaces Lpω(G) ne sont pas des
alge`bres pour les produits ordinaire et de convolution. Pour p ∈ [1,2[, Kunze
et Stein ([7]) ont prouve´ que si G = SL(2,C), alors L2(G) est un module de
Banach a` droite sur Lp(G) i.e.,
|| f ∗g||2 ≤ cp ||g||p || f ||2 , pour tous f ∈ L2(G), g ∈ Lp(G),
ou` cp est une constante inde´pendante de f et g. Dans [6], C. S. Herz a montre´
que si G est un groupe de Lie connexe, semi-simple et de centre fini, alors
il existe une fonction poids ω , sur G, continue et a` croissance logarithmique
telle que l’espace L2ω(G) soit un module de Banach a` droite sur L
p(G). Si G
est un groupe abelien localement compact et de´nombrable a` l’infini, A. Be-
nazzouz ([1]) a montre´ qu’une condition ne´cessaire et suffisante pour que l’es-
pace a` poids (Lpω(G), ||.||p,ω), 1 < p < +∞, soit une alge`bre de Banach, pour
le produit de convolution, est que la fonction ω
1
1−p soit inte´grable sur G et que
ω
1
1−p ∗ω 11−p ≤ ω 11−p . Une extension de ce re´sultat pour une famille de poids a
e´te´ donne´e dans [3].
Dans ce papier, nous conside´rons un groupe localement compact quelconque
G et un poids ω sur G. Nous donnons (Proposition 2.1 et The´ore`me 2.6) des
conditions ne´cessaires et suffisantes, sur ω , pour que l’espace Lpω(G) soit une
alge`bre de Banach. Nous conside´rons ensuite un sous groupe compact K de
G tel que le poids ω soit biinvariante par K. Nous montrons (Proposition 3.1)
que (G,K) est une paire de Gelfand si et seulement si l’espace Lpbi(K),ω(G) des
fonctions de Lpω(G) qui sont biinvariantes par K est une alge`bre de Banach
commutative. Puis, nous de´terminons (The´ore`me 3.4) le spectre de Gelfand
de l’alge`bre Lpbi(K),ω(G). Par ailleurs, nous e´tudions la transformation de Fou-
rier dans l’alge`bre Lpbi(K),ω(G). Enfin, nous traitons le groupe des de´placements
SO(n)×Rn, ou` n est un entier supe´rieur a` 2.
2. Structure d’alge`bre de Banach sur l’espace a` poids Lpω(G).
Une condition suffisante, sur ω , pour que l’espace (Lpω(G), ||.||p,ω) soit une
alge`bre de Banach est donne´e par le re´sultat suivant :
Proposition 2.1. . Soient p ∈]1,+∞[ et ω un poids sur G. Si
ω
1
1−p ∗ω 11−p ≤ ω 11−p (1)
alors l’espace (Lpω(G), ||.||p,ω) est une alge`bre de Banach.
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De´monstration. Il reste a` montrer que si ω un poids ve´rifiant (1), alors
|| f ∗g||p,ω ≤ || f ||p,ω ||g||p,ω , pour tous f ,g ∈ Lpω(G).
En tenant compte du fait que l’espaceK (G) des fonctions complexes continues
a` support compact dans G est dense dans Lpω(G), il suffit de montrer que
|| f ∗g||p,ω ≤ || f ||p,ω ||g||p,ω , pour tous f ,g ∈K (G) .














| f (y)|pω(y) ∣∣g(y−1x)∣∣pω(y−1x)dy) 1p W p−1p (x),
ou` W = ω
1
1−p ∗ω 11−p . Il en re´sulte que∣∣∣∣∫G |h(x)|pW 1−p(x)dx




≤ || f ||pp,ω ||g||pp,ω .
Par l’ine´galite´ (1), on a ω ≤W 1−p vu que p> 1. Donc
|| f ∗g||p,ω ≤
∣∣∣∣∫G |h(x)|pω(x)dx
∣∣∣∣≤ || f ||p,ω ||g||p,ω .










commutative si, et seulement, si G est abelien.
Dans le reste de ce paragraphe, on se propose d’e´tablir la re´ciproque de la
Proposition 2.1. Tout d’abord, montrons les re´sultats suivants qui seront utiles
pour la suite.





= 1. Soit ω un poids sur G et posons :
W = (ω
1
1−p ∗ω 11−p )1−p.
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On suppose que ω
1









(G), nous de´signons par T F et S f













Les fonctions T F et S f sont mesurables et on a :






2) L’ope´rateur T est une application continue surjective de Lp(G×G) sur
LpW (G).
De´monstration.







|S f (x,y)|q dxdy =
∫∫
G×G

































| f (y)|q)W −qp (y)dy.
Donc
||S f ||q = || f ||q,W −qp .
2) Un calcul simple montre que T est l’application transpose´e de S ; et comme
les espaces LpW (G) et L
p(G×G) sont refle´xifs, S est aussi l’application trans-
pose´e de T . Par suite, T est une application continue surjective de Lp(G×G)
sur LpW (G).
Proposition 2.4. L’espace LpW (G) est un module a` droite sur L
p
ω(G).
De´monstration. Nous allons montrer cette proposition en plusieurs e´tapes.
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∣∣∣∣∫G F(x,z)ω −1p (z) f (z−1y)dz
∣∣∣∣pω(y)dydx.
Comme la fonction z 7−→ F(x,z)ω −1p (z) est dans Lpω(G) et que Lpω(G) est une











∣∣∣∣p || f ||pp,ω dx
≤ ||F ||pp || f ||pp,ω .
Ce qui montre que H est dans Lp(G×G) et que
||H||p ≤ ||F ||p || f ||p,ω .












≤ || f ||p,ω ||g||q,W −qp .
En effet, pour tout F ∈ Lp(G×G), on a∣∣∣∣∫∫G×GS(g∗ fˆ )(x,y)F(x,y)dxdy
∣∣∣∣≤ ∫∫G×G ∣∣g∗ fˆ (xy)F(x,y)∣∣ω −1p (x)ω −1p (y)dxdy.
En tenant compte du fait




et des expressions de S et T donne´es par la Proposition 2.3, on obtient :∣∣∣∣∫∫G×G S(g∗ fˆ )(x,y)F(x,y)dxdy
∣∣∣∣ ≤ ∫∫G×G |S(g)(x, t)H(x, t)|dxdt
≤ ‖S(g)‖q ‖ f‖p,ω ‖F‖p





‖ f‖p,ω ‖F‖p .




≤ || f ||p,ω ||g||q,W −qp .
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c) Soit f ∈ Lpω(G) et g ∈ LpW (G). Alors g∗ f ∈ LpW (G) et
||g∗ f ||p,W ≤ ||g||p,W || f ||p,ω .





















≤ ||g||p,W || f ||p,ω ||h||q,W −qp .
Donc g ∗ f ∈ LpW (G) et ||g∗ f ||p,W ≤ ||g||p,W || f ||p,ω . Ainsi l’espace LpW (G) est
un module a` droite sur Lpω(G).
D’apre´s 2) de la Proposition 2.3, chaque g ∈ Lpω(G) de´finit, par convolution





Rg( f ) = g∗ f , pour tout f ∈ Lpω(G).
Soit R l’application de´finie, sur Lpω(G), par R(g) =Rg. On a alors le re´sultat
suivant :
Proposition 2.5. L’application R est un homomorphisme injectif de Lpω(G)
dans l’espace de Banach L (Lpω(G),L
p








1−p sont dans L1(G), les espaces Lpω(G) et
LpW (G) sont contenus dans L
1(G). Par ailleurs, l’applicationR est injective. De
plus
||R(g)|| = sup{|| f ∗g||p,W : || f ||p,ω ≤ 1}
≤ ||g||p,ω .







. Ainsi R est une application line´aire bijective















; et on conclut par le
the´ore`me de Banach.
La re´ciproque de la Proposition 2.1 est vraie comme le montre le re´sultat
suivant :
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The´ore`me 2.6. Soient p ∈]1,+∞[ et ω un poids sur G tel que ω 11−p ∈ L1(G).
Si l’espace (Lpω(G), ||.||p,ω) est une alge`bre de Banach, alors, il existe une
constante c> 0 telle que :
ω
1
1−p ∗ω 11−p ≤ cω 11−p . (2)
De´monstration. Comme Lpω(G) est une alge`bre, on a
T ( f ⊗g) = fω −1p ∗gω −1p , pour tous f ,g ∈ Lp(G).
De plus T ( f ⊗g) ∈ Lpω(G). D’ou`
T (Lp(G)⊗Lp(G))⊂ Lpω(G).
Par ailleurs
T (Lp(G×G)) = LpW (G).
Donc l’espace Lpω(G)∩LpW (G) est dense dans LpW (G). Soit maintenant I l’appli-
cation identique de´finie dans Lpω(G)∩LpW (G) muni de la norme de LpW (G). Par
la Proposition 2.5, il existe une constante M > 0 telle que
|| f ||p,ω ≤M sup{|| f ∗g||p,W : ||g||p,ω ≤ 1}.
Et de fait que LpW (G) est module a` gauche sur L
p
ω(G), on a
|| f ||p,ω ≤ M sup{|| f ∗g||p,W : ||g||p,ω ≤ 1}
≤ M || f ||p,W , pour tout f ∈ Lpω(G)∩LpW (G).
Donc I est un ope´rateur continu de Lpω(G)∩LpW (G) dans Lpω(G). Par suite, I se
prolonge en un ope´rateur continu sur LpW (G) tout entier. Autrement dit L
p
W (G)⊂
Lpω(G). Ainsi il existe une constante M > 0 telle que
|| f ||p,ω ≤M || f ||p,W , pour tout f ∈ LpW (G).
Ceci entraıˆne que ω ≤MW . Donc
ω
1
1−p ∗ω 11−p ≤ cω 11−p , ou` c = M− qp .
Exemple 2.7. Soit A une partie compacte de G. On pose ω = χA la fonction
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Donc, d’apre´s la Proposition 2.1, LpχA(G) est une alge`bre de Banach. De plus








| f (x)|p dx< ∞
⇐⇒ f ∈ Lp(A).
Ainsi LpχA(G) s’identifie´ a` l’espace de Banach L
p(A) des fonctions de puissance
p-ie`mes inte´grables sur A muni de la norme ||.||p de´finie par :
|| f ||p = (
∫
A
| f (x)|p dx) 1p .
En particulier, si A= {x0}, alors l’espace Lpδx0 (G) est une alge`bre de Banach qui
coincı¨de avec l’alge`bre des fonctions complexes de´finies sur G.
3. Spectre de Gelfand de l’alge`bre Lpbi(K),ω(G) et fonctions sphe´riques.
Soient K un sous groupe compact de G et f une fonction complexe de´finie
sur G. On dit (cf. [5]) que f est biinvariante par K si, pour tout x ∈ G,
f (kxh) = f (x), pour tous k,h ∈ K.
Dans toute la suite, on de´signe par Kbi(K)(G) l’espace des fonctions de K (G)
qui sont biinvariantes par K. La paire (G,K) est dite de Gelfand (cf. [5]) si
l’alge`bre de convolution Kbi(K)(G) est commutative. Soit ω un poids sur G,




soit une alge`bre de Banach.
Alors le sous espace vectoriel ferme´ Lpbi(K),ω(G) de L
p
ω(G) constitue´ des fonc-
tions biinvariantes par K est une alge`bre de Banach. De plus, on a ce qui suit.
Proposition 3.1. Soient p ∈]1,+∞[, K un sous groupe compact de G et ω un





de Banach. Les assertions suivantes sont e´quivalentes.
1) (G,K) est une paire de Gelfand.





De´monstration. Re´sulte de la densite´ de l’espace Kbi(K)(G) dans L
p
bi(K),ω(G).
On rappelle la de´finition suivante.
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De´finition 3.2. ([5]) Soit (G,K) une paire de Gelfand. Une fonction sphe´rique
est une fonction ϕ continue sur G, biinvariante par K, telle l’application




soit un caracte`re non nul de l’alge`bre de convolutionKbi(K)(G) c’est a` dire
χ( f ∗g) = χ( f )χ(g), pour tous f ,g ∈Kbi(K)(G).









alors les fonctions sphe´riques sont les fonctions exponentielles sur Rn i.e.,
ϕ(x) = e−2piiλx, (λ ∈ C).
Soit (G,K) une paire de Gelfand. Notons Mω le spectre de Gelfand de
l’alge`bre Lpbi(K),ω(G) c’est a` dire l’ensemble des caracte`res non nuls de
Lpbi(K),ω(G). Alors les fonctions sphe´riques jouent le roˆle des fonctions expo-
nentielles comme le montre le re´sultat suivant :










est un caracte`re de l’alge`bre de Banach commutative Lpbi(K),ω(G).






χ( f ) =
∫
G
f (x)ψ(x−1)dx, pour tout f ∈ Lpbi(K),ω(G).
De´monstration. 1) Elle re´sulte de la de´finition des fonctions sphe´riques et de la
densite´ deKbi(K)(G) dans L
p
bi(K),ω(G).
2) Soit χ ∈Mω . Alors χ est une forme line´aire continue de norme 1. Par




f (k1xk2)dk1dk2, pour tout x ∈ G,
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est une forme line´aire continue sur Lpω(G).











Comme χ est non nul, il existe une fonction non nul g ∈ K (G) telle que
χ(gK) = 1. Alors, pour tout f ∈ K (G) ; et en vertu du the´ore`me de Fubini,
on a
χ( fK) = χ( fK ∗gK)
= χ(( f ∗gK)K)
= 〈 f ∗gK ,ψ0〉









(G) est alors continue, biinvariante




= 1. De plus, si f et g sont deux fonctions continues a`
support compact, on a














ψ(xky)dk = ψ(x)ψ(y) : ∀x,y ∈ G.
Donc ψ est une fonction sphe´rique.
4. Transformation de Fourier dans l’espace a` poids Lpbi(K),ω(G).
Soient K un sous groupe compact de G et ω un poids sur G biinvariante par
K tel que l’espace Lpω(G) soit une alge`bre de Banach. On suppose que (G,K)
est une paire de Gelfand. Pour toute f ∈ Lpω(G), posons
f ](x) = f (x−1), pour tout x ∈ G.
On ve´rifie facilement que l’application f 7−→ f ] est une involution d’alge`bre sur
Lpω(G). Si de plus, le poids ω est pair i.e., ω(x−1) =ω(x), pour tout x∈G, alors
on a le re´sultat suivant :
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Proposition 4.1. Si le poids ω est pair, alors l’involution f 7−→ f ] est une
isome´trie sur Lpω(G).
De´monstration. Soit f ∈ Lpω(G), on a∫
G















ϕ(x−1i x j)cic j ≥ 0
quels que soient les e´le´ments x1,x2, ...,xN de G et les nombres complexes c1,
c2,. . . , cN . Soit ϕ une fonction continue sur G. Pour que ϕ soit de type positif il
faut, et il suffit, que ∫∫
G×G
ϕ(x−1y) f (x) f (y)dxdy≥ 0
i.e., ∫∫
G
ϕ(x−1y) f ] ∗ f (x)dx≥ 0.
Proposition 4.2. On suppose que ω
−q
p ∈ L1(G). Alors toute fonction continue





De´monstration. Soit ψ une fonction continue de type positif sur G. Alors,
d’apre`s [5], il existe une repre´sentation unique, unitaire et continue (pi,H ) de
G telle que
ψ(x) = (u | pi(x)u),
ou` u est un vecteur K-invarint et cyclique deH . Par suite∫
G
|ψ(x)|qω −qp (x)dx =
∫
G
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Dans toute la suite, nous supposons que le poids ω est pair et que ω
−q
p ∈
L1(G). Soit ψ une fonction continue de type positif sur G. Alors la forme
line´aire L sur Lpω(G) de´finie par :




est positive vue que
L( f ] ∗ f ) =
∫
G
ψ(x−1y) f (x) f (y)dxdy≥ 0.
De plus si ψ est biinvariante par K, alors il en est de meˆme pour L i.e.,
L( f ) = L( fK), pour tout f ∈ Lpω(G).
La re´ciproque est e´galement vraie comme le montre le re´sultat suivant.
The´ore`me 4.3. Soit L une forme line´aire continue, sur Lpω(G), positive et biin-
variante par K. Alors, il existe une fonction unique continue ψ de type positif et
biinvariante par K telle que




De plus ||L||= ψ(e).
De´monstration. Elle est analogue a` celle donne´e pour l’alge`bre L1(G) ([5]).
Comme conse´quence, on a le re´sultat suivant.
Corollaire 4.4. Soit Pbi(K)(G) l’ensemble des fonctions ψ continues de type po-
sitif sur G, biinvariantes par K et ve´rifiant ψ(e)≤ 1. Alors Pbi(K)(G), conside´re´














De´monstration. Puisque la boule unite´ de Lpω(G) est compact pour cette topo-
logie, il suffit de montrer que Pbi(K)(G) est ferme´. Si L est limite d’e´le´ments
de Pbi(K)(G), c’est une forme line´aire continue de type positif sur L
p
ω(G), biin-
variante par K et ve´rifiant ||L|| ≤ 1. D’ou`, d’apre´s le the´ore`me pre´ce´dent, L ∈
Pbi(K)(G).
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Remarque 4.5. D’apre´s le The´ore`me 3.4,Mω s’identifie´ a` l’ensemble des fonc-








= 1 et ϕ(e)= 1. Pour tout
f ∈ Lpbi(K),ω(G), la transforme´e de Fourier de f , note´e encoreF ( f ), est de´finie
par
F ( f )(ϕ) =
∫
G
f (x)ϕ(x−1)dx, pour tout ϕ ∈Mω .
La fonction F ( f ) appartient a` l’espace C0(Mω) des fonctions continues sur
Mω et tendant vers 0 a` l’infini. De plus, la transformation de Fourier F :
Lpbi(K),ω(G)→ C0(Mω) est un homomorphisme a` image dense.
On termine par e´tudier le cas du groupe des de´placements de l’espace eucli-
dien Rn. Soit n un entier ≥ 2 et G le produit semi-direct
G = SO(n)×Rn.
Il est bien connu que G ope`re doublement transitive sur G/K = Rn, ou` K =
SO(n), et que (G,K) est une paire de Gelfand. Une fonction f sur G biinvariante
par K peut eˆtre conside´rer comme fonction sur Rn invariante par K c’est a` dire













. Alors ωα est un poids sur G
biinvariante par K. De plus, il existe une constante c(α) ([3]) telle que
ω−1α ∗ω−1α ≤ c(α)ω−1α
Comme dans la Proposition 2.1, on montre que
|| f ∗g||p,ωα ≤ c(α) || f ||p,ωα ||g||p,ωα , pour tous f ,g ∈ L
p
ωα (G).
Donc, sans perte de ge´ne´ralite´, on peut supposer que (Lpωα (G), ||.||p,ωα ) est une
alge`bre de Banach. Comme (G,K) est une paire de Gelfand, le sous espace
fe´rme´ Lpbi(K),ωα (G) de L
p
ωα (G) est une alge`bre de Banach commutative.
Le re´sultat suivant de´crit le spectre de Gelfand de l’alge`bre Lpbi(K),ωα (G).
The´ore`me 4.6. Tout caracte`re de Lpbi(K),ωα (G) s’e´crit d’une manie`re unique
sous la forme
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ou` λ est un re´el strictement positif et




























exp(iλ r cosθ)sinn−2(θ)dθ .
De´monstration. Soit χ un caracte`re non nul de Lpbi(K),ωα (G). D’apre´s le The´o-





χ( f ) =
∫
G
f (x)ϕ(x−1)dx, pour tout f ∈ Lpbi(K),ωα (G).





(G) sont exactement les fonctions ϕλ .
Remarque 4.7. Le spectre de Gelfand de l’alge`bre de Banach Lpbi(K),ωα (G) est
home´omorphe a` [0,+∞[.
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